Wik + T ik = Cui

c. =7, + (v —v,)eosa —(u, —u,)sine, Z,
T e FOPP TSR UPUPPUPRPPTIIR
L

Ukupan broj uslova kompatibilnosti pomjeranja ¢vorova nosaca jednak je
ukupnom broju elemenata nosaca:
Zo + Zy+Zs + Z

2.4. Uslovi ravnoteze nosaca

Da bi napisali uslove ravnoteze nosaca zamisliCemo da smo kruznim presjecima
isjekli sve ¢vorove i tome nosac rastavili na zs nezavisnih Stapova i K nezavisnih
¢vorova. Uticaj Stapova na €vorove, i obrnuto, zamjenjujemo silama i momentima
na krajevima Stapova. Pod uticajem spoljadnjih sila i sila u presjecima sistem
Stapova i sistem ¢vorova su u ravnotezi.

Iz ravnoteze Stapova slijedi:

k R, M
Nik R Slika 8.
[ K /N

N!ik ErLik  &'RrLik Tk

€

Ti = yé:I'{ + Mk ;Ml
_ M, — M.
Tk _Ryé:R . l
Nkx—Nki= R,
Ni+ Nk = 2Si
Nik= Sik + Kx 12
Nki = Sik - ﬁx 12

Sile na krajevima Stapa prikazane su preko momenata M, My, sile Si i
opterecenja duz ose Stapa.

Na slici 9 prikazan je jedan &vor nosaa u kome su neki Stapovi kruto vezani a
neki zglavkasto. Pored sila i momenata N, T i M na &vor djeluju i aktivna sila Pi i
aktivni moment Mi, a ako je ¢vor oslonjen i ukljesSten postoje i reakcije oslonaca i
reakcija ukljestenja. Uslovi ravnoteze sila i momenta glase:
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Slika 9.

= +1 ili -1
IN, cosay —ZT, sinay +C;cos B, +P, =0
IN, siney +XET, cosery +C;sin B, + P =0
ZpaMy +C +M,; =0
M, -M, .

TS, cosa, —T——sing, +C,cosB +H, =0

ik

. M, —-M. .

TS, sina, + Z%cosaik +C,sinB+V, =0 oo, 2K

ik
ZxaMy FC LM, =0, m

Ukupan broj uslova ravnoteze:
Zur= 2K+m
Zaklju€ujemo da je ukupan broj uslova pomjeranja i uslova ravnoteze:

Zo + zZytzs + zx +m+ 2K
i da je jednak broju osnovnih stati¢kih i deformacijskih nepoznatih. U ovim
jednaginama pored nepoznatih reakcija Coi i Cyi (zo*+2,), nepoznatih sila Sy (z),
nepoznatih momenata My , My (zk +m) i 2K nepoznatih pomjeranja u; i v; ,
figuriSu jo$ i nepoznate deformacijske veli€ine Stapova, promjene duZine tetive
Stapova Al i deformacioni uglovi ti i 1. Ove Ciste deformacijske veli€ine mogu
da se izraze preko statiCki nezavisnih veli€ina tog Stapa :

k
Al = Iedx E=—+at

i Kk EF Nc:Sik+Nco

1 M At .
Tik :1_ (ég'likl_¢T)dX y4 :E—i_atr Mc :Miégc +Mk§c +Mc,o

ik i

M, -M,
T L R

Ty = _1_ J. Sy x + @ Jdx GF ik

ik i
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Iz svega reCenog slijedi da u statici linijskih nosaca prvo treba rijeSiti jedan
problem sa kona¢nim brojem nepoznatih, pa tek onda odrediti funkcije koje daju
informaciju o rasporedu unutradnjih sila i deformaciji ¢itavog sistema. Prvi dio
zadatka je sloZeniji jer se njime reSava problem kao cjeline, dok se u drugom
dijelu zadatka, na osnovu prethodno sracunatih podataka, unutrasnje sile i
deformacije odreduju za svaki Stap posebno i nezavisno.
Rjesenje prvog zadatka se svodi na veliki broj simultanih linearnih jednacina sa
velikim brojem nepoznatih. Formiranje ovog sistema jednacina dugotrajno je i
zametno, osim za jednostavnije oblike nosaca. Stoga ¢éemo se truditi da
cjelokupni sistem jednacina razbijemo na $to vecéi broj medusobno nezavisnih
sistema jednaCina sa manjim brojem nepoznatih, i u krajnjoj liniji pokuSati da
formiramo sistem jednacina od kojih svaka sadrzi po jednu nepoznatu.
Treba napomenuti da su sve jednaline statike linijskih nosata prvog reda
linearne i zbog toga se ova teorija naziva i linearnom statikom konstrukcija. 1z
linearnosti problema slijede i vazni zakljucci:

- U linearnoj teoriji rjieSenja su jednoznacna

- u linearnoj teoriji vazi princip superpozicije uticaja.

2.5. Klasifikacija nosaca
2.5.1. Kinematicka klasifikacija nosaca

Da bi jedan sistem Stapova mogao da bude nosag, potrebno je da ima
nepomijerljivu konfiguraciju, odnosno, da bude stabilan. Cvorovi takvog sistema
ne mogu da se pomjeraju a da se pri tom Stapovi ne deformiSu, ne pomjeri ni
jedan oslonac, ili ne obrne ni jedno ukljestenje. Nosaci, sistemi Stapova, Ciji
¢vorovi mogu da se pomjere bez deformacija Stapova, pomjeranja oslonaca ili
obrtanja ukljeStenja nazivamo kinematicki labilnim sistemima. Ovi sistemi
predstavljaju mehanizme koji ne mogu biti nosacdi gradevinskih konstrukcija.
Analiti¢ki kriterijum kinemati¢ke stabilnosti nosa¢a dobijamo poredeéi broj uslova
kompatibilnosti pomjeranja sa brojem nepoznatih pomjeranja. Kada je broj uslova
kompatibilnosti jednak broju komponentalnih pomjeranja ¢vorova 2K :

Zo *t zy+tzs + z¢x =2K (1)

i kada su svi uslovi medusobno nezavisni, tj kada je determinanta uslova
kompatibilnosti razli¢ita od nule:
D=0 (2)

tada iz ovih uslova mogu jednoznac¢no da se odrede komponentalna pomjeranja
u i v ako su poznate deformacijske veli€ine Al i T, pomjeranja oslonaca i obrtanja
ukljeStenja. Kada se Stapovi ne deformiSu Al=0 i t=0, ukljeStenja ne obréu i
oslonci ne pomjeraju c=0, tada ove jednaline imaju samo trivijalno rjeSenje
u=v=0.

Stabilni su oni sistemi koji zadovoljavaju uslove (1) i (2).
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Stabilni su i oni sistemi kod kojih je broj uslova kompatibilnosti pomjeranja
¢vorova veci od ukupnog broja komponentalnih pomjeranja ¢vorova u i v, tj kada
je:

Zo *t zy+tzs + z¢x > 2K (3)

i ako medu njima postoji makar 2k medusobno nezavisnih uslova.

Saglasno (1), (2) i (3) slijedi da je analiticki uslov za kinemati¢ku stabilnost
jednog nosaca, ili sistema Stapova, da rang matrice uslova kompatibilnosti
pomjeranja bude jednak dvostrukom broju €vorova:

R(zo + zu+2zs + z¢)=2K 4)

Prosto stabilan sistem S$tapova je onaj sistem Stapova kod koga je broj
elemenata jednak dvostrukom broju €vorova

Visestruko stabilan sistem Stapova je onaj sistem Stapova kod koga je broj
elemenata veéi od dvostrukog broja &vorova, sa viskom elemenata Zuk-2K. Iz
ovakvog sistema moguce je ukloniti Zuk-2K elemenata a da on i dalje ostane
stabilan.

Svi ostali sistemi Stapova su kinematicki labilni:

R(zo + zy+2zs + z)<2K (5)

U jednom labilnom sistemu Stapova razlika 2K — R(Zuk) predstavlja broj
pomjeranja koji se mogu izabrati proizvoljno i medusobno nezavisno , a da svi
uslovi kompatibilnosti pomjeranja budu zadovoljeni, odnosno, predstavlja broj
stepeni slobode pomjeranja tog sistema.

Uslov da relacije (1) i (3) predstavijaju potreban ali ne i dovoljan uslov
kinematicke stabilnosti prikazaéemo na primjeru datom na slici 10. Za sisteme
koji mogu ostvariti kona¢na pomjeranja kazemo da imaju nedovoljno elemenat ili
nepravilan raspored elemenat. Sistem dat na slici 10 izveden iz pocetne
konfiguracije ostaje labilan.

AT FETFSS TS TSI

2z=10, 2K=10
10=10

Slika 10.
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Uslov Al 13=0, odnosno, uslov da se ¢vorovi 1 i 3 ne pomjeraju, vec je sadrzan u
uslov 121 + w21 = 123+ y23. Element koji je suviSan u vezi évorova 1, 2 i 3
nedostaje u vezi ¢vorova 3, 4 i 5. Ako se Stap 1-3 stavi u polozaj 1-5 sistem je
stabilan:

2 03 4
1 5
LT T T T T

IS

Za sisteme koji mogu ostvariti samo beskona¢no mala pomjeranja kazemo da
imaju kriticnu konfiguraciju. Ovi sistemi nakon ostvarenog beskona&no malog
pomjeranja v popstaje stabilan, jer se dalja pomjeranja mogu ostvariti samo ako
se Stapovi deformisu (slika 11.).

1 3
A 2? O AL:L( 1 —IJ
FETFITTF? ,’ \ FFEFFEF, COS(D
1.,
AL =—L
- 2 ?
b v, =L
FIFIFIFTTSS ‘~~\_‘\ V’\ ’—‘_,—" TFFFFFFF
ilelans Slika 11.

| ako sistemi sa kritiéhom konfiguracijom mogu da imaju samo beskonaéno mala
pomjeranja bez deformacije svojih elemenata, oni ne mogu da budu nosaci
gradevinskih konstrukcija. Za nosace gradevinskih konstrukcija nepovoljno je i
ako je za nosac oblika datog na slici pri Cemu je: f/L«1

SIS I— I— PSS

Pravilni zakljuéci o unutradnjim silama i deformacijama sistema Cdija je
konfiguracija bliska kriti€énoj konfiguraciji mogu da se dobiju samo na osnovu
teorije velikih deformacija.

2.5.1. 1. Unutrasnja kinematicka stabilnost sistema
Kada iz jednog kinematicki stabilnog sistema uklonimo sve spoljasnje elemente,

tada dobijamo sistem medusobno vezanih Stapova €iji €vorovi ili mogu relativho

38



da se pomjeraju a da se nijedan Stap ne deformiSe (unutrasnje kinematicki labilni
sistemi) ili ne mogu relativno da se pomjeraju bez deformacije Stapova
(unutrasnje kinematicki stabilni sistemi) ili se sastoje od jedne kinematicki krute
ploce.

Analiticki  kriterijum unutrasnje stabilnosti dobijamo poredeci broj uslova
kompatibilnosti za relativna pomjeranja sa brojem komponentalnih pomjeranja.
Kada se usvoji da se jedan od Stapova sistema Stapova poklapa sa x osom
usvojenog koordinatnog sistema, mozZe se napisati da su:

1=0 2

v

X ui=vi=vo=0 .......... 3 uslova

v

Ukupan broj nepoznatih pomjeranja je 2K — 3.
Analiticki kriterijum unutrasnje kinemati¢ke stabilnosti sistema Stapova:

1) zs + z« =2K -3 D4#0 , unutrasnje prosto stabilan

2) zg + z¢ >2K -3 unutrasnje viSestruko stabilan sa zg + z - (2K - 3)
suvisnih elemenata
R(zs + z« )=2K-3
3) zs + zx <2K -3 unutrasnje kinematicki labilan sa (2K — 3) - zg + z
stepeni relativnih pomjeranja ¢vorova sistema

Unutradnje labilni sistemi mogu biti nosaci gradevinskih konstrukcija, jer se
elementi koji nedostaju za unutrasnju stabilnost mogu nadoknaditi spoljasnjim
elementima.

Kruta plo¢a je sistem Stapova koji je unutradnje kinematicki stabilan (viSestruko ili
prosto stabilan).

2.5.2. Staticka klasifikacija nosaca

Linijski nosa€ neke konstrukcije moze biti onaj sistem Stapova koji u granicama
nosivosti materijala moze da primi i na oslonce prenese proizvoljno zadate
spoljasnje sile. Do analitickog kriterijuma o stati¢koj klasifikaciji, odnosno, do
zaklju¢ka o tome da li jedan sistem Stapova moze da uravnoteZi proizvoljno
opterecenje, dolazimo poredenjem broja statiCki nepoznatih veli¢ina sa brojem
uslova ravnoteze.

Na raspolaganju nam stoji 2K +m jednacina ravnoteZe sa nepoznatim:

Coi ................. Zy
Cui ................. Z,
Sik ................. Zg
Mic, Mi e Zk+tm
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Ukupan broj stati¢ki nepoznatih je jednak zbiru:

2sn=Zo t ZytzZs + Zg+tm

Ukupan broj uslova ravnoteze je:

= 2K+ m

Kada je:

1z, + zy+2zs + zx+m=2K+m iD=0 ..... stati¢ki odreden sistem Stapova

postoje jednoznacna rje$enja, i sile u presjecima i reakcije oslonaca su jednake
nuli ako je Stap neopterecen. Ako se uporede statiCka i kinematicka klasifikacija
zaklju€uje se da su:

stati¢ki odredeni nosaci «>kinematicki prosto stabilni

2) Zo + zytzg + zx+tm>2K+m ... stati¢ki neodreden sistem Stapova

Uslovi ravnoteze mogu biti zadovoljini za proizvoljne vrijednosti spoljasnjeg
optereéenja. Ako se uporede staticka i kinematicka klasifikacija zaklju€uje se da
su:

stati¢ki neodredeni nosaci «<>kinematicki visestruko stabilni

Razlka Xgn -Zyr = (2o + 2zy + 25 + 2z + m) —(2K + m) predstavlja broj
nepoznatih spoljasnjih ili unutradnjih sila i momenata, koji mogu proizvoljno da se
izaberu i da uslovi ravnoteze ostanu zadovoljeni. Te veli¢ine nazivamo statiCki
nezavisne ili staticki neodredene veliCine. Reakcije oslonaca, momenti
ukljeStenja i sile u presjecima statiCki neodredenih nosaa mogu da postoje i
kada je nosa€ noeptereéen. Takva stanja jednog nosaca nazivamo unutrasnja
ravnotezna stanja nosaca.

3) zo + zZytzg + Zx+tm<2K+m ... statiCki preodreden sistem Stapova
Da bi ovaj sistem bio u ravnotezi spoljasnje sile moraju da zadovolje onoliko
uslova koliko sistem ima stepeni slobode pomjeranja. Ako se uporede staticka i

kinematicka klasifikacija zakljuuje se da su:

statiCki preodredeni nosaci «»>kinematicki labilni
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3. PRINCIP VIRTUALNIH POMJERANJA |
PRINCIP VIRTUALNIH SILA

3.1. Moguce ravnotezno stanje i moguce stanje deformacije nosaca

U prethodnim poglavljima izveli smo sljedece veze:
-uslovi ravnoreze elementa Stapa:

dH+pxdy=0
dV+pydx=0
dM +Hdy-Vdx=0

-uslovi ravnoteze évorova nosaca:

2N, cosa, —XT, sine, +C_cos B, +P, =0
IN, sina; +ZXT, cosay +Csinf; +P, =0
M, +CLi+M,; =0

-veze pomjeranja, obrtanja ideformacijskih veli¢ina Stapova:

du= ¢ dx-¢ dy
dv= ¢ dy+¢ dx
d(e—oy)= - xds

-uslovi kompatibilnosti pomjeranja ¢vorova:

(uk—ui)cos OLik+(Vk-Vi)Sin aik=Ali
(Vk —Vl-)cosozik —(uk —ui)sinOtl-k B (Vr —Vi)cosozl-r —(ur —ul-)sinair . s
— Y ik
lik 11'r

Ui cosPi + v; sin Bi = Cy;

v, —V.)cosa, —(u, —u.)sina.
szz.ik_i_( k 1) 1k1 ( k 1) ik

ik

u kojima je:

1k
Tik =L_ J.(ég’Likz_¢T)jX
ik i

1~
Ty = _L_ J(é:LikZ"‘ Pr ﬁX
ik i

AL, = ]]5dx

(2)

©)

(4)

()
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-Veze deformacijskih veli€ina, sila u presjecima i temperaturnih promjena u teorije
elestiCnosti date su Hooke-ovim zakonom:

g=£+att

M, a ®
TR

_ kT
¢t‘§

Broj integracionih konstanti jednacina (1) i (3), odnosno, broj statickih i
deformacijskih veli€ina, jednak je broju uslova (2) i (4) iz kojih se mogu jednoznacno
odrediti. Medutim, to nije uvijek tako jednostavno i &esto se problemi Statike ne
mogu na ovaj nacin sa uspjehom rijesiti. Tada se umjesto jednacina (1) i (3) koriste
dva ekstremalna principa kojima te jednacine mogu da se zamijene. Da bi te principe
definisali potrebno je definisati dva pojma: moguce ravnoteZzno stanje i moguce
stanje deformacija.

Moguce ravnotezno stanje nosaca opterecenog raspodijeljenim silama px i py,
koncentrisanim silama P; i koncentrisanim momentima M,; je svaki sistem reakcija C;
i Cyii sila u presjecima N, T, M koje zadovoljavaju uslove ravnoteZe elemenata (1)
svih Stapova i uslove ravnoteZe (2) svih ¢vorova.

Kada je zadatak statiCki odreden tada za dato opterecenje postoji samo jedan sistem
reakcija i sila u presjecima, odnosno, postoji samo jedno moguée ravnotezno stanje.
Kada je nosac staticki neodreden za dato opterecenje postoji viSe sistema reakcija i
sila u presjecima koje zadovoljavju jednacine (1) i (2), tj. postoji viSe mogucih
ravnoteznih stanja. Stvarno stanje je samo jedno moguce stanje.

Moguce stanje deformacije nosaca je svaki sistem jednacina y, & ¢r, pomjeranja
Coi I obrtanja c,; kome saglasno jednacinama (5) i odgovaraju deformacijske veli¢ine
Stapova Al i 7y, tako da postoje obrtanja ¢ i pomjeranja u i v koja zadovoljavaju sve
uslove kompatibilnosti pomjeranja ¢vorova (4).

Kada je nosal statiCki odreden odnosno kinemati¢ki prosto stabilan broj uslova
kompatibilnosti jednak je broju pomjeranja ¢vorova i za proizvoljne vrijednosti C,i, Cyi
, Alik i, Tk, odnosno, ¥, €, ¢t mogu se odrediti pomjeranja koja zadovoljavaju uslove.
Kada je nosac statiCki neodreden odnosno kinematicki viSestruko stabilan broj
uslova kompatibilnosti je veéi od broja pomjeranja ¢vorova i svi ti uslovi mogu biti
zadovoljeni samo za odredene vrijednosti Coj, Cyi, Ali i, Tk, 0dNOSNO, 7, €, PT.

3.2. Veza mogucih ravnoteznih stanja i mogucéih satnja deformacije- princip
virtualnih pomjeranja i princip virtualnih sila

Neka je dat staticki odredeni ili statiCki neodreden proizvoljan nosac i dva stanja
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u tom nosacu:
moguce ravnotezno stanje

k<!

P,

1

H,

i

<+ Py
C,.H.V.M

(')Z ot
<Z

oi®

moguce stanje deformacija

~
~

&, Pr

~ o~ o~

RN

Coi’ Eui’ﬁ’ {;’ 6

Kada uslove (1) napiSemo za mogucée ravnotezno stanje, pomnozimo sa
pomjeranjima, saberemo i integralimo od i do k, dobijamo zbir radova spoljasnjih i
unutrasnjih sila moguéeg ravnoteznog stanja na pomjeranjima i obrtanjima moguéeg

stanja deformacija:
dH+p dy =0
dV+p,dx =0

M+ Hdy-Vdx=0  /+(G-5,)

k k k k

JlGaf - 75 -, by |+ [ 50V + (G- 5, hix 1 [(5-5, vt + [{p.ay + 5, Fax) =0
I13rimijenom parcijalne integracije dobijamo: l l

I[“dH i1(G - . ] = & lk—kjﬁ( T+ pdy — oy dy)

0 en

/
/

j[vdv +9(5 -5, e )=V - jv( V- jdx - Grdx)
_{[(‘Z -1 )dM] [(‘/’ o1 )Mlk + IMd(‘/’ (PT)

Vodedi racuna o vezama (3) slijedi da je:

~ ~ \~ ~ ~ k ~ ~ k[e ~  ~/~ ~ ~ [~ ~
G-, o+ 50+ 5V ] + [ dy + B, Sax) = [[M7 + E(fdx + Vy)- 7, (Fdy - Vax ]
Veze sljedece relacije:
Hdx + Vdy = Nds Vdx — Hdy = Tds
pa se dobija:

[— (5 —(7)T )1\71 +OH + 5\71( + lj{(ﬁxﬁdy + 5ﬁdx): lf[l\N/I;? + &N + (%T]dS

Kada ovu ispiSemo za svaki $tap nosaca i izvr§imo sabiranje tih jednacina, dobijamo:

> [—(5—5T)I\N/1+ﬁﬁ+5\~/r+z ]].(ﬁxﬁdy+5ﬁdx)=z ?[M;?+§N+5ﬁ]ds (7)

Ako uvedemo sljedece oznake:
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k

2 ]-]
> FG-5 M) =5+ T MG -5 ) + 2EE + XEE,

i i i 1

dobijamo:

Z J(pxudy+pyvdx) ZP S +ZM ((/) goT) +Z:CO1 C, +Z:Clll C,; —I[M;?+§N+5TT]ds

Algebarskl zbir radova svih spoljasnjlh i unutrasnjlh S|Ia moguceg ravnoteznog
stanja jednog Stapa na pomjeranjima i obrtanjima popre¢nih presjeka Stapa pri
njegovom mogucéem stanju deformacija jednak je nuli.

Kada radove aktivnih i reaktivnih spoljasnjih sila ozna€imo na sljedeci nacin:

ZP s = J.(pxudx+pyvdy) Z 1+ZMi(5_5T)i
ZCC—ZCOI 01+ZC1“

dobijamo Jednacmu koja predstavlja osnovnu vezu mogucuéeg ravnoteznog stanja i
moguceg stanja deformacije nosaca:

S PE+ Y = [[M7+ 5N+ 5, Ths

Kada u ovu jednalinu unesemo reakcije i sile u presjecima koje se pod datim
opterecenjem javljaju, a uticaje moguéeg stanja deformacija oznalimo crtom
dobijamo relaciju:

ZP§+an=j[M;7+N§+T(/7T]ds (8)

koja prikazuje princip virtualnih pomjeranja.

Kada za moguce stanje deformacije unesemo pomjeranja i deformacijske veli¢ine
koje se u nosacu javljaju, a uticaje moguéeg ravnoteznog stanja umjesto talasa
oznacimo crtom, dobijamo relaciju:

ZFS+ZEC= I[M;(+N8+T¢T]ds (9)

koja prikazuje princip virtualnih sila.

Primjenom principa virtualnih pomjeranja moze da se sra¢una sve ono §to moze da
se sraCuna iz uslova ravnoteze (1) i (2), a primjenom principa virtualnih sila moze da
se izraCuna sve ono $to mozZe da se izraCuna iz deformacijskih uslova, tj jednacina
(3)i (4).

Za sistem krutih tijela sve deformacijske veli€ine su jednake nuli pa matematicka
formulacija principa virtualnih pomjeranja i principa virtualnih sila glasi:

D Ps+>Cc=0 (10)
Z§S+ZEC=O (11)
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